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Rezime: Erlang B formula se koristi za određivanje verovatnoće blokiranja poziva u 
telekomunikacionim sistemima. Za rešavanje inverznog problema, odnosno određivanje 
intenziteta ponuđenog saobraćaja ili potrebnog broja kanala koji odgovaraju zadatoj 
verovatnoći blokiranja poziva, ne postoje izrazi u zatvorenom obliku. Veštačke neuronske 
mreže pružaju mogućnost razvoja modela zavisnosti između dva skupa podataka, pri 
čemu se ti modeli mogu predstaviti pomoću matematičkih izraza u zatvorenom obliku. 
Imajući ovo u vidu, veštačke neuronske mreže su u ovom radu primenjene za razvoj 
numeričkog modela za određivanje inverzne vrednosti Erlang B formule. 
 
Ključne reči: Erlang B formula, telekomunikacioni saobraćaj, veštačke neuronske mreže 
 
1. Uvod 
 
 Početkom dvadesetog veka, danski matematičar Agner Krarup Erlang postavio 
je osnove teorije saobraćaja, studijom koliki broj korisnika može biti opslužen u 
telefonskoj mreži na području lokalne centrale, koja je imala ograničeni broj operatera 
koji su radili na uspostavljanju veze [1]. Upravo po njemu je ime dobila jedinica za 
intenzitet saobraćaja – Erlang. Erlangova teorija se odnosi na sisteme sa blokiranjem 
(Erlang B formula) i sisteme sa čekanjem (Erlang C formula). U sistemima gde ne postoji 
čekanje korisniku se odmah dodeljuje slobodni kanal, a ukoliko nema slobodnih kanala 
poziv se odbija i korisnik može ponovo poslati zahtev za uspostavljanje veze. Kod 
sistema sa čekanjem, ukoliko nema slobodnih kanala, poziv se stavlja na čekanje. Erlang 
B formula daje verovatnoću blokiranja poziva za određenu vrednost ponuđenog 
saobraćaja za dati broj kanala, dok se pomoću Erlang C formule određuje verovatnoća da 
će u slučaju razmatrane vrednosti ponuđenog saobraćaja upućeni poziv biti na čekanju 
[2]. Erlangove formule su, od svoje osnovne primene u javnim telefonskim 
mrežama, tokom godina, primenjene u sistemima gde korisnici koriste ograničene 
resurse, poput mobilnih komunikacionih sistema, VoIP sistema, računarskih mreža, call 
centara, sistemima za napajanje električnih vozila, itd. [3]-[11]. Prilikom planiranja 
takvih sistema i procene njihovih performansi, pored određivanja verovatnoće blokiranja 
za određenu vrednost ponuđenog saobraćaja u sistemima bez čekanja, tj. verovatnoće da 
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će poziv čekati u sistemima sa čekanjem, na osnovu čega se dalje određuje kvalitet 
servisa, potrebno je i rešiti inverzni problem, tj. odrediti intenzitet saobraćaja ili broj 
potrebnih kanala (resursa) za zadatu verovatnoću koja odgovara željenoj vrednosti GOS 
(Grade of Service). Imajući u vidu prirodu Erlangovih formula, ne postoji inverzna 
funkcija ovih formula u zatvorenom obliku. Zbog toga se vrše istraživanja na 
pronalaženju rešenja (numeričkih modela ili aproksimacija) za određivanje inverzne 
vrednosti Erlangovih formula [12]-[17] ili se koriste look-up tabele, pogotovo u 
aplikacijama koje se odnose na call centre. 
 Zahvaljući sposobnosti učenja zavisnosti između dva skupa podataka, veštačke 
neuronske mreže su našle široku primenu u različitim oblastima, kao što su oblasti 
elektronike i telekomunikacija [18]-[29]. One su najčešće primenjene za razvoj modela u 
slučaju da ne postoje matematički izrazi ili modela koji povezuju ulazne i izlazne 
parametre. Kako se karakterišu brzim odzivom, pogodne su i za razvoj brzih i efikasnih 
modela koji bi bili alternativa modela koji su kompleksni i/ili vremenski neefikasni. 
Imajući u vidu pomenute prednosti modela baziranih na veštačkim neuronskim mrežama, 
u ovom radu se predlaže da se za rešavanje problema određivanja inverznih vrednosti 
Erlangovih formula, u konkretnom slučaju Erlang B formule, primene veštačke 
neuronske mreže.  

Struktura rada je sledeća. Najpre je u sekciji 2 dat detaljniji opis Erlang B  
formule, a zatim je u sekciji 3 opisan predloženi model baziran na veštačkim neuronskim 
mrežama. Sekcija 4 sadrži numeričke rezultate dobijene predloženim modelom. U sekciji 
5 izloženi su najvažniji zaključci. 

 
2. Erlang B formula 

 
Erlang B formula daje verovatnoću da će poziv biti blokiran u sistemu sa 

blokiranjem poziva i ova verovatnoća određuje GOS u sistemu. Erlang B formula ima 
sledeći oblik: 
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gde S predstavlja broj kanala u sistemu, a a ponuđeni saobraćaj. Pretpostavlja se da tok 
nailazaka zahteva ima Poisson-ovu raspodelu. Takođe, pretpostavlja se beskonačno veliki 
broj korisnika, kao i sledeće: (a) svi korisnici, uključujući i one kojima su pozivi 
blokirani, mogu zahtevati poziv u bilo koje vreme; (b) verovatnoća trajanja zauzeća ima  
eksponencijalnu raspodelu, tako da su duži pozivi manje verovatni od kraćih poziva, i (c) 
postoji konačan broj raspoloživih kanala. Ovo je poznato kao M/M/m/m sistem 
opsluživanja, na osnovu koga je izvedena Erlang B formula (blocked calls cleared 
formula). Iako je moguće za sistem sa konačnim brojem korisnika primeniti Engsetovu 
formulu, koja je komplikovanija od Erlang B formule, ta dodatna kompleksnost ne utiče 
značajno na tačnost rezultata za slučaj da je broj korisnika za jedan red veličine veći od 
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broja kanala u sistemu. Takođe, rezultati za konačan broj korisnika daju manju 
verovatnoću blokiranja od Erlang B formule [2].  
 

Na Slici 1 je dat grafički prikaz verovatnoće blokiranja u zavisnosti od 
ponuđenog saobraćaja, za sistem do 100 kanala. Često se vrednosti dobijene Erlang B 
formulom prikazuju tabelarno, a primer dela Erlang B tabele date u [30] (vrednosti 
saobraćaja a koje odgovaraju tabeliranim vrednostima broja kanala S i verovatnoće 
blokiranja P, izražene u %) prikazan je u Tabeli 1. 

 

 
Slika 1. Verovatnoća blokiranja u zavisnosti od intenziteta saobraćaja, izračunata 

primenom Erlang B formule [2] 
 
 

Tabela 1. Deo Erlang B tabele date u [30] 
S/P(%) 0.01 0.05 0.1 0.5 1.0 2 5 10 

1 0.0001 0.0005 0.0010 0.0050 0.0101 0.0204 0.0526 0.1111 
2 0.0142 0.0321 0.0458 0.1054 0.1526 0.2235 0.3813 0.5954 
3 0.0868 0.1517 0.1938 0.3490 0.4555 0.6022 0.8994 1.271 
4 0.2347 0.3624 0.4393 0.7012 0.8694 1.092 1.525 2.045 
5 0.4520 0.6486 0.7621 1.132 1.361 1.657 2.219 2.881 
6 0.7282 0.9957 1.146 1.622 1.909 2.276 2.960 3.758 
7 1.054 1.392 1.579 2.158 2.501 2.935 3.738 4.666 
8 1.422 1.830 2.051 2.730 3.128 3.627 4.543 5.597 
9 1.826 2.302 2.558 3.333 3.783 4.345 5.370 6.546 
10 2.260 2.803 3.092 3.961 4.461 5.084 6.216 7.511 
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3. Predloženi model baziran na neuronskim mrežama 
 
 U zavisnosti od toga koju veličinu treba odrediti, opšti model za određivanje 
inverzne vrednosti Erlang B formule sastoji se od neuronske mreže koja je obučena za 
određivanje:  

- vrednosti saobraćaja a koji odgovara zadatoj vrednosti verovatnoće blokiranja P 
u sistemu sa S kanala: a = f (P, S), Slika 2(a) ili  

- potrebnog broja kanala S da bi se opslužio ponuđeni saobraćaj a sa 
verovatnoćom blokiranja manjom ili jednakom P: S = f (P, a), Slika 2(b). 

 

    
          (a)             (b) 

Slika 2. Predloženi opšti model za određivanje inverzne vrednosti Erlang B formule:  
(a) određivanje vrednosti saobraćaja, (b) određivanje broja kanala 

 
U ovom slučaju se koriste višeslojne neuronske mreže koje imaju po dva 

neurona u ulaznom sloju, koji odgovaraju ulaznim parametrima modela (S i P u slučaju 
određivanja saobraćaja ili P i a u slučaju određivanja broja kanala) i jedan neuron u 
izlaznom sloju koji odgovara parametru koji se modeluje (saobraćaj ili broj kanala). 
Mreže mogu imati jedan ili više slojeva skrivenih neurona. Broj skrivenih slojeva i broj 
neurona u njima nije unapred poznat i određuje se u toku obučavanja (treninga) mreža. 
Aktivacione funkcije skrivenih neurona su sigmoidne (log sigmoidna ili tangens 
hiperbolički), dok neuroni u ulaznom sloju imaju jediničnu aktivacionu funkciju, a 
neuroni u izlaznom sloju linearnu prenosnu funkciju. Za obučavanje mreža, kao trening 
skup (poznate kombinacije ulaz-izlaz), koriste se vrednosti verovatnoće za određeni broj 
kombinacija vrednosti broja kanala i ponuđenog saobraćaja dobijenih pomoću Erlang B 
formule.  

Osnovna karakteristika ispravno obučenih neuronskih mreža je da daju korektne 
odzive, ne samo za vrednosti koje su korišćene za trening, već i za ostale vrednosti iz 
opsega razmatranog ulazno-izlaznog prostora. Kako se prenosna funkcija veštačke 
neuronske mreže može izraziti pomoću matematičkih izraza koji opisuju mrežu, a koji se 
sastoje od osnovnih matematičkih operacija i ekponencijalne funkcije, razvijeni modeli se 
mogu implementirati u bilo koje softversko okruženje i koristiti za direktno određivanje 
inverznih vrednosti Erlangovih formula, bez korišćenja bilo kakvih dodatnih programskih 
struktura, rekurzivnih formula ili aproksimacija.   

   
4. Numerički rezultati 
 
 Predloženi neuronski model razvijen je korišćenjem tabeliranih vrednosti Erlang 
B formule [30], koja se najčešće nalazi u literaturi, a koja se odnosi na sisteme čiji je broj 
kanala od jedan do 100 i sledeće vrednosti verovatnoće blokiranja: 0.01%, 0.05%, 0.1%, 
0.5%, 1.0%,  2%, 5%, 10%, 15%, 20%, 30% i 40%. Imajući u vidu raspodelu vrednosti 
verovatnoće u okviru razmatranog opsega od 0.01% do 40%, u konkretnom slučaju 
ulazni parametar modela je verovatnoća izražena logaritamski, kao što je prikazano na 
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Slikama 3(a) i 3(b). Za oba modela nezavisno su obučavane mreže sa jednim i dva 
skrivena sloja i različitim brojem neurona u skrivenim slojevima korišćenjem Levenberg-
Marquardt-ovog algoritma obuke i izvršeno je poređenje modela testiranjem postignute 
tačnosti kako na trening skupu, tako i na kontrolnom test skupu koji se odnosi na 
vrednosti verovatnoća koje nisu bile korišćene u trening skupu i to: 0.03%, 0.075%, 
0.3%, 0.75%, 1.5%, 3.5%, 7.5%, 12.5%, 17.5%, 25% i 35%. Kao kriterijum za testiranje 
korišćeni su: srednja greška testiranja (ATE – Average Test Error), maksimalna greška 
testiranja (WCE – Worst Case Error) i Pearson-Product Moment korelacioni koeficijent r 
[20]. ATE i WCE predstavljaju usrednjenu i maksimalnu relativnu grešku u odnosu na 
razmatrani opseg izlazne veličine.   

Kao finalni modeli izabrane su sledeće mreže: 
- za određivanje saobraćaja mreža sa dva skrivena sloja koji imaju po 10 neurona 

sa log sigmoidnom aktivacionom funkcijom i 
- za određivanje broja kanala mreža sa dva skrivena sloja koji imaju po 12 

neurona sa log sigmoidnom aktivacionom funkcijom. 
 

 

   
                          (a)     (b) 

Slika 3. Predloženi model za određivanje inverzne vrednosti Erlang B formule sa 
logaritamski izraženom verovatnoćom na ulazu: (a) određivanje vrednosti intenziteta 

saobraćaja, (b) određivanje broja kanala 
 
Tabela 2. Rezultati testiranja razvijenih neuronskih modela na trening i test skupu 

 Određivanje intenziteta saobraćaja Određivanje broja kanala 

 Trening skup Test skup Trening  skup Test skup 

ATE [%] 0.38 0.44 0.28 0.33 
WCE [%] 1.07 1.15 4.11 2.69 

r 0.999958 0.999938 0.999887 0.999782 
 
 Statistika testiranja prikazana je u Tabeli 2. Male vrednosti srednje i maksimalne 
greške, kao i korelacioni koeficijent blizak jedinici pokazuju da je postignuta 
zadovoljavajuća tačnost modelovanja, kako na trening skupu, tako i na test skupu. 

Kao dodatna ilustracija tačnosti razvijenih modela na Slici 4 prikazane su 
vrednosti intenziteta saobraćaja u funkciji broja kanala dobijenih pomoću neuronskog 
modela za određivanje intenziteta saobraćaja za trening skup (Slika 4(a)) i za test skup 
(Slika 4(b)) i upoređene sa referentnim vrednostima dobijenim pomoću Erlang B 
formule, odnosno Erlang B tabele. Uočava se da vrednosti određene neuronskim 
modelom veoma dobro prate referentne vrednosti.   

Vrednosti broja kanala koje su dobijene neuronskim modelom su u opštem 
slučaju realni brojevi, pa se zbog toga vrednost broja kanala određuje zaokruživanjem 
dobijene vrednosti na prvu veću celobrojnu vrednost. Raspodela vrednosti odstupanja 
broja kanala dobijenih predloženim modelom od referentnih vrednosti prikazana je na 
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Slikama 5(a) i 5(b), za trening i test skup, respektivno. Uočava se da za većinu testiranih 
vrednosti (97.5% ukupnog broja uzoraka u slučaju trening skupa i 92% ukupnog broja 
uzoraka u slučaju test skupa) nema odstupanja ili je odstupanje maksimalno za jedan 
kanal, što se može smatrati veoma dobrim rezultatom. 

U slučaju oba modela, malo veća odstupanja su uglavnom u delu ulaznog 
prostora koji se odnosi na veoma mali broj kanala, uglavnom manji od 5, i za veoma male 
vrednosti verovatnoće blokiranja poziva, manje od 0.1%. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Slika 4. Vrednosti intenziteta saobraćaja koje odgovaraju zadatoj vrednosti verovatnoće 
u zavisnosti od broja kanala – poređenje vrednosti dobijenih neuronskim modelom i 

referentnih vrednosti: (a) trening skup, (b) test skup. 
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(a) 

 
(b) 

Slika 5. Raspodela vrednosti odstupanja broja kanala određenih pomoću predloženog 
modela od referentnih vrednosti broja kanala: (a) trening skup, (b) test skup. 

 
 

5. Zaključak 
 

Prikazani rezultati testiranja predloženih modela za određivanje inverznih 
vrednosti Erlang B formule potvrđuju pretpostavku da se veštačke neuronske mreže 
mogu uspešno iskoristiti u ovu svrhu, čime se daje efikasno rešenje koje predstavlja 
alternativu drugim numeričkim modelima razvijenim u ovu svrhu. Model ima dobru 
tačnost, daje odziv trenutno, a njegova implementacija u različita softverska okruženja je 
bazirana na primeni elementarnih matematičkih operacija i eksponencijalne funkcije. Ove 
osobine, posebno poslednja, čine model posebno pogodnim i za primenu i u softverskim 
okruženjima koja imaju skromne mogućnosti implementacije dodatnih programskih 
procedura. Treba napomenuti da je model validan u opsezima ulaznih veličina koji su 
određeni opsezima vrednosti ovih veličina korišćenih u trening skupu, odnosno izbor 
vrednosti trening podataka direktno određuje opseg validnosti modela. Dalja istraživanja 
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će biti posvećena poboljšanju tačnosti modela i primenljivosti predloženog pristupa za 
određivanje inverznih vrednosti Erlang C formule. 
 
 
Zahvalnica 
 

Istraživanja prikazana u ovom radu podržana su od strane Ministarstva prosvete, 
nauke i tehnološkog razvoja.  
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Abstract: The Erlang B formula is used to determine the probability of blocking in 
telecommunication systems. There are no closed-form expressions for solving the inverse 
problem, that is, determining the traffic intensity or the required number of channels 
corresponding to a given probability of blocking. Artificial neural networks provide the 
ability to develop models of dependencies between two sets of data, where these models 
can be represented using closed-form mathematical expressions. Having this in mind, 
artificial neural networks are applied in this paper to develop a numerical model for 
determining the inverse values of the Erlang B formula. 
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